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Pedagoška matematika

V Šentjurju, 10.01.2003

Na začetku si poglejmo tole nalogo.

NALOGA: Pet strojev izdela določeno število vijakov v 48 urah. V kolikšnem času bi to opravilo 6, 8, 10, 12 enako zmogljivih strojev.

REŠEVANJE:

To nalogo bomo rešili s pomočjo tabele.

	Št. strojev (x)
	5
	6
	8
	10
	12

	Št. ur (y)
	48
	40
	30
	24
	20
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Nrišemo graf:
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Tukaj vidimo, da imamo samo eno vejo krivulje. Do hiperbole bi prišli, če bi to krivuljo prezrcalili preko središča koordinatnega sistema. Eno vejo smo dobili zato, ker smo si za x izbrali samo pozitivna števila ( saj število strojev ne štejemo z negativnimi števili).

[image: image57.jpg]N
\'>/T(x,y) P





Če pa bi hoteli narisati npr. 
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 in bi si za x izbrali tudi negativna števila, bi pa dobili točke, ki bi pripadale grafu obratnega sorazmerja 
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. To je krivulja, ki ima dve veji in jo imenujemo hiperbola.

Pri tej nalogi smo ugotovili, da smo se s stožnicami srečali že zelo zgodaj. S krožnico in elipso še celo prej.

KRIVULJE DRUGEGA REDA so množice točk v ravnini, ki zadoščajo enačbi 

	Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0


Pri čemer  A ( 0  (  B ( 0  (  C ( 0.

STOŽNICE pa niso vse krivulje drugega reda, ampak ustrezajo nerazcepnim, nehomogenim kvadratnim enačbam z dvema neznankama. Stožnice so krožnica, elipsa, hiperbola in parabola. 

Te krivulje imenujemo stožnice zato, ker jih dobimo kot preseke enojnega oziroma dvojnega neskončnega stožca z ravninami.

Če je ravnina, s katero presekamo stožec pravokotna na os stožca, dobimo krožnico. Če to ravnino malo nagnemo, dobimo elipso. Če ravnino nagnemo toliko, da je vzporedna stranici stožca, imamo opravka s parabolo. Če pa ravnino nagnemo še bolj, se nam prikaže hiperbola.
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KROŽNICA

Geometrijska definicija: Krožnica je množica točk v ravnini, ki so enako oddaljene od središča.

Enačba krožnice:
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                                                                  Po Pitagorovem izreku:

                                                                                      x2 + y2 = r2  ... enačba krožnice s                                                                                                                                                 


                                                                          središčem v izhodišču koordinatnega

                                                                                      sistema in polmerom r      

Enačba krožnice v poljubni točki S(p, q):
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                                                                                    Uporabimo Pitegorov izrek:

                                                                                     (x – p)2 + (y – q)2 = r2    

To formulo lahko izpeljemo tudi drugače in sicer pogledamo razdaljo med točkama S in T, ki je ravno polmer r.

d(S, T) = r
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(x – p)2 + (y – q)2 = r2    

Ali je krožnica krivulja drugega reda?

(x – p)2 + (y – q)2 = r2    

x2 – 2xp + p2 – 2yq + q2 = r2
	x2 + y2 + ax + by + c = 0



Vidimo, da krožnica je krivulja drugega reda, ki ima A = C in B = 0.

Krožnica ni graf funkcije, ampak je graf dveh funkcij z definicijskim območjem Dy = [- r, r].

· zgornji del krožnice: 
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· spodnji del krožnice: 
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Parametrična oblika enačbe krožnice:

a) v središčni legi:
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b) v poljubni legi
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                                               Premaknemo krožnico za vektor (p, q).

                                                                    x = r cos( + p

                                                                    y = r sin( + q

ELIPSA

Elipso dobimo tako, da krožnico x2 + y2 = 1 raztegnemo s faktorjem a v smeri x osi in s faktorjem b v smeri y osi.
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y              T1, T2, T3, T4 … temena elipse

                                                                         a, b … polosi elipse                    


T4


T1
 T2


x


T3


x' = ax                x = x' /a 

y' = by                y = y' / b

x2 + y2 = 1
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Enačba elipse: 
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a > b:                                                                        
 a < b:        


F1(- e, 0), F2( e, 0) ................... gorišči elipse................. F1( 0, - e), F2( 0, e)

   ( na x osi)                                                                         ( na y osi)

e ... goriščna razdalja

e2 = a2 – b2  ......................po Pitagorovem izreku.......... e2 =  b2 - a2 

Elipsa s središčem v poljubni točki S(p, q) in osema vzporednima s koordinatnima osema.


y                                       

                                 Elipso s središčem S(0, 0) vzporedno premaknemo

                                                                    za vektor (p, q).  


                       

                                          S    s                                x' = x + p   (    x = x' - p


x

Elipsa ni graf funkcije, ampak je graf dveh funkcij z definicijskim območjem Dy = [- a, a].

· zgornji del elipse: 
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· spodnji del elipse: 
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Parametrična oblika enačbe elipse:

a) v sredičšni legi:

Krožnica: x2 + y2 = 1 (  x = r cos( = cos(
                                         y = r sin( = sin(
Elipso dobimo z raztegom x' = ax in y' = by. Tako dobimo enačbo elipse: x = a cos(
                                                                                                                      y = b sin(.

5

b) v poljubni legi: ( s središčem S(p, q) in osema vzporednima koordinatnima osema)

Elipso x = a cos(   vzporedno premaknemo x' = x + p

           y = b sin(                                            y' = y + q

(  x = a cos( + p

      y = b sin( + q

Geometrijska definicija: Elipsa je množica točk v ravnini s konstantno vsoto razdalj do izbranih točk – gorišč.

Dokaz: 
Dani F1 in F2 (gorišči) in konst.

Označimo: d(F1, F2) = 2e, iz tega 

Sledi, da je e = d(F1, F2) / 2.

Izberemo si koordinatni sistem tako, 

da F1 in F2  ležita na x osi simetrično.

Iščemo točke T(x, y), za katere je

d(T, F1) + d(T, F2) = konst.

Označimo d(T, F1) = r, d(T, F2) = s.

Iz tega sledi, da je r + s = konst.

Najprej si izberemo točko T' na x osi, ki ustreza temu pogoju. Njeno razdaljo do izhodišča pa označimo z a.

Od tod dobimo: r = a + e

                   s = a – e 

                   r + s = 2a  (  2a = konst. ( a = konst. / 2

Zdaj pa vzamemo poljubno točko T(x, y), ki ustreza pogoju   d(T, F1) + d(T, F2) = konst.

r + s = 2a.
Po Pitagorovem izreku iz pobarvanih trikotnikov dobimo:

r2 = (x + e)2 + y2
s2 = (x – e)2 + y2
              

r2 – s2 = (x + e)2 – (x – e)2 = x2 + 2ex + e2 – x2 + 2ex – e2 = 4ex

(r – s)(r + s) = 4ex

2a (r – s) = 4ex

r – s = 2ex / a  

r + s = 2a                  Ti dve enačbi seštejemo: 2r = 2a + 
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                                                                    r = a + 
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Zdaj pa ta r vstavimo v enačbo r2 = (x + e)2 + y2  in upoštevamo, da je
 e2 = a2 – b2.
To enačbo poračunamo in dobimo 
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. Točka torej ustreza enačbi elipse, kar pomeni, da leži na elipsi.

                                                                                                                                    

HIPERBOLA

Hiperbola s središčem v izhodišču koordinatnega sistema in osema koordinatnima osema je množica točk v ravnini, ki ustreza enačbi:


[image: image22.wmf]1

2

2

2

2

=

-

b

y

a

x

              ali           
[image: image23.wmf]1

2

2

2

2

=

-

a

x

b

y

.

Poglejmo si najprej prvo enačbo.

Hiperbola je simetrična glede na obe koordinatni osi. Poteka skozi točki T1(- a, 0) in 

T2(a, 0), to sta temeni hiperbole.


Premici 
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 sta asimptoti hiperbole.

Ti dobimo tako, da pogledamo obnašanje hiperbole za velike (x(.

Iz enačbe 
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a ... realna polos hiperbole

b ... imaginarna polos hiperbole

F1(- e, 0), F2(e, 0) ... gorišči hiperbole

e ... goriščna razdalja

Goriščno razdaljo izračunamo po Pitagorovem izreku v pobarvanem trikotniku na skici:

 e2 = a2 + b2.

Pri enačbi 
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 se vloga x in y zamenja, temeni in gorišči sta na y osi.

T1(0, - b), T2(0, b) ... temeni

F1(0, - e), F2(0, e) ... gorišči

Goriščno razdaljo izračunamo po Pitagorovem izreku v pobarvanem trikotniku na skici:

e2 = a2 + b2.


Enačba hiperbole s središčem S(p, q) in osema, vzporednima koordinatnima osema.
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Hiperbola ni graf funkcije, ampak je graf dveh funkcij z definicijskim območjem 

Dy = (- (, - a] ([a, ().

· zgornji del hiperbole: 
[image: image31.wmf]
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· spodnji del hiperbole: 
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Hiperbola je krivulja drugega reda, za katero imata A in C nasproten predznak in B = 0.

Geometrijska definicija: Hiperbola je množica točk v ravnini s konstantno razliko razdalj do dveh izbranih točk – gorišč.


Dokaz:

Dani gorišči F1, F2 in konst.

Označimo d(F1, F2) = 2e.

Sledi, da je e = d(F1, F2) / 2.

Koordinatni sistem postavimo tako,

da F1 in F2 ležita na x osi simetrično.

Iščemo točke T(x, y), ki ustrezajo enačbi

| d(T, F1) - d(T, F2)| = konst.

Označimo d(T, F1) = u, d(T, F2) = v.

Sledi, da je |u – v| = konst.

Najprej si ogledamo točko T' na x osi. T'(a, 0).

Določiti moramo a: a<e (tako si točko izberemo).

Naj bo u>v. (Opomba: Za u<v je dokaz popolnoma enak.)

u = a + e

v = e – a

u – v = 2a = konst. ( a = konst. / 2

Vzamemo polubno točko T(x, y). Po Pitagorovem izreku iz celega trikotnika in iz malega trikotnika dobimo enačbi:

u2 = (x + e)2 + y2
v2 = (x – e )2 + y2
u2 – v2 = (x + e)2 – (x – e)2 = 4ex

(u – v)(u + v) = 4ex

2a(u + v) = 4ex

Sledi, da je 
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. Enačbi u – v = 2a in 
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 seštejemo in izrazimo u.

Dobimo, da je 
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Sedaj pa ta u vstavimo v enačbo u2 = (x + e)2 + y2 in upoštevamo, da je e2 = a2 + b2.

Poračunamo in dobimo 
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. Točka torej ustreza enačbi hiperbole, kar pomeni, da leži na hiperboli.


PARABOLA

y = x2, y = ax2, a ( 0...enačba parabole s temenom v T(0, 0). Tako napisana parabola je graf kvadratne funkcije.
Sedaj pa to parabolo y = x2 prezrcalimo preko simetrale lihih kvadrantov:

 x = y2 oz. y2 = x.
Raztegnemo še to parabolo s faktorjem 
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 v smeri y osi:

x' = x                (     x = x'

y' = 
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y2 = x :  
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              y2 = 2px ... enačba parabole s temenom T(0,0).

p ... polparameter parabole

T(0, 0) ... teme parabole

F(
[image: image42.wmf]2
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, 0) ... gorišče parabole

x = -
[image: image43.wmf]2
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 ... premica vodnica parabole
T1,2(
[image: image44.wmf]2
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Enačba parabole s temenom T(r, d), os vzporedna z x osjo: (y – d)2 = 2p (x – r).

Parabola ni graf funkcije, ampak je graf dveh funkcij z definicijskim območjem

 Dy = [0, ().

Parabola je krivulja drugega reda, za katero je A = 0 ali C = 0 (ne pa oba) in B = 0.

Geometrijska definicija: Parabola je množica točk v ravnini, ki so enako oddaljene od izbrane premice (vodnice) in izbrane točke (gorišča).

Dokaz:

Dani sta premica (vodnica) in gorišče.

Postavimo koordinatni sistem.

Razdaljo me F in vodnico označimo s p.

Vodnica: x = -
[image: image45.wmf]2
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Gorišče: F(
[image: image46.wmf]2
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Iščemo točke A(x, y), za katere

velja: 

d(A, vodnica) = d(A, F)

x + 
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Enačbo poračunamo in izrazimo y2.

Kot rezultat dobimo y2 = 2px, kar pa je enačba parabole.

Za konec si poglejmo pa še eno nalogo na malo višjem nivoju:
NALOGA:

Krivulja drugega reda je podana z enačbo:

7x2 - 6
[image: image49.wmf]3

xy + 13y2 - 4
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x – 4y – 12 = 0

a) Koordinatni sistem zavrti za kot (/6 in utemelji, da opis krivulje v novem koordinatnem sistemu ne vsebuje mešanega člena.

b)  Katero krivuljo drugega reda opisuje enačba?

REŠEVANJE:

Upoštevamo, da velja cos((/6) = 
[image: image51.wmf]3

/2 in sin((/6) = ½. V enačbo krivulje vstavimo substitucijo x = Xcos( - Ysin( = 
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X – Y)

                   y = Xsin( + Ycoc( = 
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(X + 
[image: image55.wmf]3
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Vstavimo to substitucijo v enačbo, poračunamo in dobimo: 

4X2 + 16Y2 + 0XY – 8X – 12 = 0.

V koordinatenem sistemu X-Y smo izgubili mešani člen, rotacija za kot (/6 je res ustrezna. Enačbo sedaj delimo s 4 in dopolnimo člene do popolnega kvadrata. Tako dobimo: (X – 1)2 + 4Y2 = 4, še enkrat delimo s 4 in dobimo enačbo:
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.  Enačba predstavlja elipso, njeno središče je v točki X = 1, Y = 0, polos v X smeri meri 2, polos v Y smeri pa 1.

Literatura:

· F. Galič, I. Pucelj, F. Savnik, T. Uran: Matematika za sedmi razred osnovne šole (DZS, Ljubljana 1997)

· P. Legiša: Polinomi, racionalne funkcije, krivulje drugega reda (DZS, Ljubljana 1997)

· Internet
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