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POVZETEK

V uvodu opredelimo hipergeometrijski ¢len, pravi hipergeometrijski ¢len in odnos
med njima. V nadaljevanju opisemo, kako lahko podobno kot integrale izracunamo
vsote s pomocjo nedolo¢enega in dolocenega seStevanja. V jedru pa opisemo Gosper-
jev in Zeilbergerjev algoritem, ki vsoti, katere sumand je pravi hipergeometrijski
¢len, poisceta rekurzijo, ki ji vsota zadosca.
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1. Uvod

Dobro nam je znano, kako seStejemo prvih n ¢lenov aritmeti¢nega ali geometri-
jskega zaporedja. Tudi binomsko formulo dobro poznamo. Mnogokrat pa zelimo
izracunati vsote, v katerih je sumand mnogo bolj zapletene oblike, npr. produkt
nekaj binomskih koeficientov z raznimi parametri. V diplomski nalogi bomo tako,
kot je opisano v [2], spoznali, kako resujemo take vrste nalog. Najprej vpeljimo
nekaj oznak in pojmov, natanc¢neje navedimo, kakSne vsote bomo obravnavali, in
povejmo, s kaksnimi metodami jih izracunavamo.

Oznako za fakulteto imejmo definirano splosneje s pomocjo gama funkcije, torej
!l =T(x+1).

Naj bodo f(k) kompleksna stevila, definirana pri vsakem k, ki nastopa v vsoti,
[ in m pa celi stevili, [ < m. Naj bo

D FR)=FO+FA+1)+ FU+2) 4+ f(m) (1.1)
k=l
D Sky= 0 fR) = S+ FO) + fL) F2) (1.2)

Obravnavali bomo le vsote, v katerih je le konéno mnogo nenicelnih clenov. Zato
sta oznaki vsote v (1.2) dobro definirani.

Definicija 1.1 Nenicelno zaporedje t € (CZ je hipergeometrijski ¢len oziroma
hipergeometrijsko, ce obstaja racionalna funkcija o(x) € C(x), da za vsak k € Z,
pri katerem je o(k) € C, velja t(k+ 1) = o(k)t(k).

Definicija 1.2 Nenicelno zaporedje t € (CZXZ je hipergeometrijski ¢len dveh
spremenljivk, cée obstajata racionalni funkciji o1(z,y), 02(x,y) € C(x,y), da je
zado$ceno pogojema:

e zavsakan, k € Z, pri katerima je o1(n, k) € C, velja t(n,k+1) = o1(n, k)t(n, k),

e za vsakan, k € Z, pri katerima je 02(n, k) € C, veljat(n+1,k) = oo(n, k)t(n, k).



Definicija 1.3 Zaporedje t € (CZXZ je pravi hipergeometrijski ¢len, ce je
oblike
(arn + alk + ). (apn + alk + a))! 2%

(bin + Ok + b7)!. .. (byn + bk + bY)!

Pri tem je f(n, k) polinom vn in k, koeficienti a1, ay, ..., ap, ay, by, by, ..., by, by
so dolocena cela $tevila in parameter z je neniceln. Ostale kolicine af, ..., a7, by,
..., by so poljubna kompleksna stevila ali parametri.

t(n, k) = f(n, k)

Definicija 1.4 Hipergeometrijska c¢lena sta si podobna, ce je njun kvocient
racionalna funkcija.

K definicijam dodajmo nekaj pripomb:

e Denimo, da imamo hipergeometrijski ¢len ¢(k) s pripadajoco racionalno funk-
cijo (k). Potem lahko stevec in imenovalec racionalne funkcije o(k) razcepimo
v obsegu kompleksnih Stevil:

(k+a)(k+ag)...(k+am)z

k) = 1.3
) = T b (k1 bo) . (k1 by) (13
Vidimo, da t(k) lahko zapisemo v obliki
(k — Dk - (k — 1)l 2*
t(k?) _ C ( + a; ) ( + as ) ( + apn, ) z (14>

(k+b— DY (k+b—1)...(k+b,— 1)1

kjer je ¢ poljubna nenicelna konstanta. Mislimo si, da je definicija pravega
hipergeometrijskega clena za zaporedja ene spremenljivke enaka definiciji 1.3,
le da v njej parameter n ne nastopa. Potem lahko trdimo, da je zaporedje

t e (CZ, t # 0 pravi hipergeometrijski clen natanko tedaj, ko je hipergeomet-
rijski Clen.

e Vsak nenicelni pravi hipergeometrijski ¢len je tudi hipergeometrijski ¢len dveh
spremenljivk. Obrat ne velja. Npr. funkcija t(n, k) = 1/(nk + 1) je
hipergeometrijski ¢len dveh spremenljivk, ni pa pravi hipergeometrijski clen.

e Hipergeometrijske ¢lene lahko zapisemo v strnjeni obliki (1.4). Zato tem
zaporedjem pogosto pravimo, da se jih da zapisati v zakljuceni obliki. Tudi
linearne kombinacije hipergeometrijskih ¢lenov Se lahko zapisemo v dokaj
strnjeni obliki, zato pogosto uporabljamo isti izraz tudi zanje.
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e Podobnost hipergeometrijskih ¢lenov je ekvivalenéna relacija.

Vsote, ki jih bomo obravnavali, bodo naslednjih oblik:

sin) = Y tnk),  st)= ) tnk),
- s

s(n) = Y tnk),  stn)= > tnk). (1.5)
k=—00 k=an+p3

Pri tem je t(n, k) pravi hipergeometrijski clen, o, 3, v in ¢ pa so cela stevila. Poleg
tega morata biti a in 7 doloceni stevili in v > «. Take vsote so dokaj splosne, saj
pravi hipergeometrijski ¢len zajema vsa polinomska zaporedja, velik del racionalnih
zaporedij in velik del produktov binomskih koeficientov.

Nasa zelja je, da bi vsote s(n) izrazili v zakljuceni obliki. Poznamo ve¢ poti, po
katerih lahko te vrste nalog uzenemo:

1.

Zapisemo nekaj prvih ¢lenov vsote s(n), od tod uganemo splosno formulo
zaporedja s(n) in jo s popolno indukcijo dokazemo.

Ce pric¢akujemo, da ima zaporedje s(n) neko doloceno obliko, ga zapisemo v tej
obliki z nekimi Se nedolocenimi konstantami. Konstante dolo¢imo iz sistema
enach, ki ga dobimo, ¢e v splosno obliko vstavimo zac¢etne vrednosti.

Vsoto perturbiramo in vcasih se nam posreci, da jo izrazimo z vsotami, ki jih
7€ poznamo.

Vcasih lahko najdemo bijekcijo med mnozico objektov, ki jih vsota presteva,
in neko drugo mnozico, katere moc¢ poznamo.

Podobno, kot v analizi lahko ra¢unamo z odvodi, nedolocenimi integrali in
dolocenimi integrali, lahko v diskretni matematiki racunamo vsote s pomocjo
tehnike, ki uporablja diferen¢ni operator, nedolo¢ene vsote in dolo¢ene vsote.
To bomo spoznali v razdelku 1.1. Gosper je odkril nacin, kako vsakemu hiper-
geometrijskemu ¢lenu lahko poiséemo nedolo¢eno vsoto, ce je tudi ta hipergeo-
metrijski ¢len. Ta postopek bomo opisali v razdelku 2.

Vsote lahko na enoten nacin zapiSemo v obliki takoimenovane hipergeomet-
rijske vrste. Ce zberemo vse znane identitete, v katerih je posamezna hiper-
geometrijska vrsta izrazena v zakljuceni obliki, lahko v tej zbirki vsaki vsoti
poiséemo zakljuceno obliko, ¢e obstaja in je znana.
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7. Zaporedju s(n) poiséemo diferenéno enacbo, ki ji zaporedje zadosca, in jo
z upostevanjem zacetnih pogojev resimo. V¢éasih diferen¢no enachbo zlahka
pois¢emo in tudi resimo, véasih pa ne. Zeilberger [5] pa je iznasel nacin, kako
zaporedjem s(n), ki nastopajo v (1.5), vedno lahko poiséemo linearno rekurzijo
s polinomskimi koeficienti, ki ji s(n) zados¢a (Opisali ga bomo v razdelku 3.).
Marko Petkovsek [4] je podal algoritem Hyper, ki poisce vsa hipergeometrijska
zaporedja, ki zadoscajo taki rekurziji. Ce sestavimo Zeilbergerjev algoritem,
Hyper in postopek, ki resi sistem enacb, dobimo algoritem, ki vsoto (1.5), kadar
je to mogoce, zapise kot linearno kombinacijo hipergeometrijskih ¢lenov.

1.1. Nedoloceno sestevanje in doloc¢eno seStevanje

Definicija 1.5 Diferencni operator A je operator, ki preslika kompleksno za-
poredje v kompleksno zaporedje na naslednji nacin:

Af(k) = f(k+1) = f(k).

Definicija 1.6 Operator premika E je operator, ki preslika kompleksno zaporedje
v kompleksno zaporedje po predpisu Ef(k) = f(k+1).

Definicija 1.7 S simbolom Y g(k)ok oznac¢imo nedoloteno vsoto zaporedja g.
To je mnoZica zaporedij, katerith diferenca je enaka g. Zaporedja te mnoZice se med
seboj razlikujejo za konstantno zaporedje. To zapisemo:

S g(k)ok = f(k)+C EL Af(k) = g(k) .

Definicija 1.8 Naj bosta a in b celi stevili, a < b. S simbolom 3" g(k)ok oznacimo
doloceno vsoto zaporedja g v mejah od a do b. Definiramo jo s predpisom:



Tako definirani pojmi nam omogocajo postaviti trditev, ki je analogna osnovne-
mu izreku analize (Newton-Leibnitzovi formuli):

Trditev 1.1 Ce je g(k) = Af(k), potem je

Zzg(k)ék = f(k) - f(0) — f(a) .

a

Dokaz: Naj bo a < b. Potem je

b b—1 b—1
> gk)sk = glk) = (fk+1) = f(k) = f(b) - f(a)

Naj bo a > b. Potem je

a—1

S gk)ik = = 3" g(k)ok = = 3(Fk+ 1)~ (k) = — (@)= (1)) = ()~ f(a).

k=b

Velja tudi nekaj ostalih trditev, ki so analogne pravilom za integriranje.

Trditev 1.2 ,
Za g(k)ok + Zb g(k)ok = Za g(k)dk .

Dokaz sledi neposredno iz definicije 1.8. O

Trditev 1.3 Sestevanje po delih je analogno integraciji per partes:

> ulk)Av(k)ok = u(k)o(k) = > Bo(k)Au(k)dk .



Dokaz:

A(u(k)v(k)) = ulk+1)v(k+1) —u(k)v(k)
= u(k+Dv(k+1) —uk)v(k+1) +ulk)v(k+1) — u(k)v(k)
= u(k)Av(k) +v(k + 1)Au(k)
= u(k)Av(k) + Ev(k)Au(k) .

Trditev dobimo, ¢e izenac¢imo nedoloceni vsoti obeh strani zgornje identitete. O
Kot pri integralih lahko na vse tri clene postavimo meje, da nedolocene vsote
postanejo dolocene.

Primer 1.1 Izracunajmo s(n) = >_,_, kz*. Vsoto s(n) izrazimo kot dolo¢eno vsoto
in uporabimo trditev 1.1:

st) =3 kFok = (3 kz’“ék)‘jﬂ .

Da bi s pomocjo sestevanja po delih izracunali nedoloceno vsoto Y kz*dk, izberimo
u(k) = kinv(k) = 2¥/(z—1). Torej je Au(k) = 1, Av(k) = 2, Ev(k) = 2*1/(2—1)

in je

> kzk =
z—1
kz* z
Tz —1 (1) e
Od tod dobimo resitev
(n+ 1)z P z 22 nz"t? — (n+1)2"" 4 2
s(n) = - — - =
z—1 (z—1)2 z—1 (z2—1)? (z—1)2

Vsa pravila za racunanje vsot pa nam ni¢ ne koristijo, ¢e zaporedjem ne znamo
poiskati nedolo¢enih vsot. Udobno bi bilo, ¢e bi bil analogno pravilu (z") = na"™!
tudi A(k™) enostaven izraz. Pa ni. Toda pomagamo si lahko s padajo¢imi potencami.

Definicija 1.9 Izraz x™ imenujemo padajoca potenca in beremo
T na m padajoc¢”. Definirajmo:

m faktorjev
o\

x—:,x(x—l)...(x—mqtlj, meZ, m>0;
= =1;

M

1
@@ t2)(@m)

x meZ, m>0.
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Sedaj pa lahko postavimo trditev, ki je analogna pravilu [ z"dx = 2" /(n+1)+C.

Trditev 1.4 .
Zkﬂék: — +C,cejeneZ, n#—1.
n+1

Dokaz: Najbon e Z,n > 0. Tedaj je

AR =(k+1)2 =k = (k+Dk...(k—n+2)—k(k—1)...(k—n+1)
= k(k=1)...(k—n+2)-((k+1)—(k—n+1))
= n-k(k—1)...(k—n+2)

Torej je A(K™L/(n 4 1)) = k2.
Najbom € Z, m > 0in n = —m. Tedaj je
o eme 1 1

AR = A=) = k+2)k+3)...(k+m+1) (k+1(k+2)...(k+m)

(k+1)—(E+m+1)

(k+1)(k+2)...(k+m+1)
1
(k+1)(k+2)...(k+m+1)

= —mk=m=L = ppn=t

fry —mM -

Torej tudi pri negativnem n velja A(k™L/(n + 1)) = k%, ¢ele n # —1. O

V tabeli 1.1 predstavimo poleg znanih Se nekaj ostalih pravil za nedoloceno
sestevanje, ki jih lahko hitro pridelamo in jih najpogosteje uporabljamo.

Pravilo iz trditve 1.4 nam omogoca, da poiS¢emo nedolocene vsote vseh poli-
nomskih zaporedij. Vsak polinom namre¢ lahko zapisemo kot linearno kombi-
nacijo padajocih potenc. V tabeli 1.1 in primeru 1.1 vidimo, da znamo poiskati
nedoloceno vsoto tudi geometrijskemu zaporedju. V razdelku 2 pa si oglejmo, kako
je z nedoloc¢enim seStevanjem v splosnem.
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f=>9 Af=g f=>9 Af=g
km

) oy AT

EmtLl/(m 4 1) k™ cf cAf

c* (c—1)c* f+g Af+Ag
*f(e—1) c* fg fAg+ EgAf

@) o B )

(o) () wir) ()

Tabela 1.1: Diference oziroma nedoloc¢ene vsote

2. Gosperjev algoritem

Naj bo t(k) hipergeometrijski ¢len in Y t(k)ok = T(k) + C. Leta 1977 je
R. W. Gosper odkril algoritem, ki odloci, ali je tudi nedolocena vsota T'(k) hi-
pergeometrijski ¢len. V primeru, da je, jo algoritem tudi najde.

Hipergeometrijskemu zaporedju t(k) pripadajoco racionalno funkcijo o(k) =
t(k + 1)/t(k) razcepimo v linearne faktorje kot v (1.3). Prvi korak v Gosperjevem
algoritmu je izraziti o(k) v normalni obliki

kE+1) q(k)

o(k) = a

) 2.1
b8 (kD) 2

Pri tem so p, ¢ in r polinomi, ki zadosS¢ajo pogoju:
(k + a)|q(k) in (k + B)|r(k) = a — [ ni pozitivno celo stevilo. (2.2)

Ta pogoj je lahko zadovoljiti: Zacasno postavimo p(k) = 1, medtem ko ¢(k) in
r(k + 1) izena¢imo s Stevcem oziroma imenovalcem racionalne funkcije o(k). Na
primer, ¢e ima t(k) obliko (1.4), zacnemo s q(k) = (k + a1)(k + a2) ... (k + amn)z
inr(k)=(k+b—1)(k+by—1)...(k+b, —1). Potem preverimo, ¢e je pogoju
(2.2) zadosceno. Ce ¢ vsebuje faktor (k 4 a) in r vsebuje faktor (k 4 ), kjer je
a— (=N >0, potem iz ¢ in r ta faktorja izlo¢imo, p(k) pa nadomestimo s

p)k+a—-D"2 =pk)k+a—-Dk+a—2)...(k+p+1).

Novi p, g in r Se vedno ustrezajo enakosti (2.1), ta postopek pa lahko ponavljamo,
dokler ni zadosceno pogoju (2.2).
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Nas cilj je poiskati hipergeometrijski ¢len T'(k), da bo

Hk) = T(k+1) = T(F) . (2.3)
Fisimo () s(R)E (k)
7() = TR (2.4)

kjer je s(k) neznana funkcija, ki jo moramo nekako odkriti. Ce vstavimo (2.4) v
(2.1) in (2.3), dobimo enacbo, ki ji s(k) mora zadostiti:

p(k) = q(k)s(k+ 1) —r(k)s(k) . (2.5)

Ce najdemo s(k), ki zadosca tej rekurziji, smo nasli 3 t(k)dk.

Predpostavljamo, da je T'(k + 1) /T (k) racionalna funkcija k-ja. Zato je po (2.4)
n (2.3) tudi r(k)s(k)/p(k) = T(k)/(T'(k + 1) — T'(k)) racionalna funkcija k-ja in
mora biti tudi s(k) kvocient polinomov:

s(k) = f(k)/g(k) . (2.6)

Toda dejansko lahko dokazemo, da je s(k) polinom. Kajti ¢e g(k) # 1 ter f(k) in
g(k) nimata skupnih faktorjev, naj bo N najvecje celo stevilo tako, da se (k + ) in
(k+ B+ N — 1) oba pojavljata kot faktorja v g(k) pri nekem kompleksnem Stevilu
(. N ima pozitivno vrednost, ker N = 1 vedno zadovoljuje ta pogoj. Enacbo (2.5)
lahko zapisemo

p(k)g(k +1)g(k) = q(k) f(k + 1)g(k) — r(k)g(k + 1) f (k) ,
in ¢e vstavimo k = —( ter k = —3 — N, dobimo
r(=B)g(L = B)f(=8)=0=q(=F—-N)f(1-5—N)g(-3—N).

f(=B) #0in f(1—5—N) # 0, ker fin g nimata skupnih korenov. Tudi g(1—3) # 0
in g(—f — N) # 0, ker bi sicer g(k) vseboval faktor (k+ —1) ali (k+ 3+ N), kar
pa je v nasprotju z maksimalnostjo N-ja. Torej

r(=8) = a(~f—N) = 0.

To pa je v nasprotju s pogojem (2.2). Torej s(k) mora biti polinom.
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Preostala nam je naloga, da pri danih polinomih p(k), ¢(k) in (k) odlo¢imo, ali
obstaja polinom s(k), ki zadovoljuje (2.5). To je lahko storiti za polinome dolocene
stopnje d. Lahko namrec¢ zapisemo

s(k) = agh® + ag 1 k"' 4+ ag ag # 0

z neznanimi koeficienti (ay, ..., ) in vstavimo ta izraz v enacbo. Polinom s(k)
zadosca rekurziji natanko tedaj, ko koeficienti «; zadoscajo dolo¢enim linearnim
enacbam, ker mora v (2.5) vsaka potenca k-ja imeti isti koeficient na obeh straneh.

Kako dolo¢imo stopnjo polinoma s? Izkaze se, da sta kve¢jemu dve moznosti.
Enakost (2.5) lahko zapisemo v obliki

2p(k) = Q(k)(s(k+ 1)+ s(k)) + R(k)(s(k+ 1) — s(k)) , (2.7)
Kjer je Q(k) = q(k) — r(k) in R(k) = q(k) + r(k) .

Ce ima s(k) stopnjo d, potem ima vsota s(k+1) +s(k) = 2azk®+ - - - tudi stopnjo d,
medtem ko ima razlika s(k + 1) — s(k) = dagk?™! + - - - stopnjo d — 1. (Privzamemo
lahko, da ima nicelni polinom stopnjo —1.) Pisimo deg(p) za stopnjo polinoma
p. Ce je deg(Q) > deg(R), potem je stopnja desne strani v (2.7) deg(Q) + d in
mora biti d = deg(p) — deg(Q). Ce pa je deg(Q) < deg(R) = d', lahko zapisemo
Q(k) =Uk¥t + .- in R(k) = Ik + -, kjer [ # 0. Desna stran enacbe (2.7) ima
obliko
(20 ovg + ldog) k41 4. .

Torej imamo dve moznosti: ali je 21" +1d # 0 in d = deg(p) — deg(R) + 1 ali pa
je 2l' +1d = 0in d > deg(p) — deg(R) + 1. To drugo moznost je treba raziskati le
v primeru, ko je —2I’/l celo stevilo d, vecje od deg(p) — deg(R) + 1. Izpustili smo
le Se poseben primer Q(k) = 0, deg(R) = 0. No, v tem primeru iz (2.7) dobimo
deg(p) = d — 1, torej je d = deg(p) + 1.

Sedaj imamo dovolj dejstev, da odlo¢imo, ali obstaja primeren polinom s(k).
Ce obstaja, ga lahko vstavimo v (2.4) in dobimo iskano nedoloceno vsoto T'(k). Ce
pa ne obstaja, smo dokazali, da Y ¢(k)dk ni hipergeometrijski ¢len.

Primer 2.1 Z Gosperjevim algoritmom izra¢unajmo

3 (Z) (—1)%6k

pri poljubnem fiksiranem n. Splosni ¢len zaporedja je



Pois¢imo pripadajoco racionalno funkeijo in jo izrazimo v normalni obliki (2.1):

tk+1) (k—mn) p(k+1)q(k)

t(k) (k+1) pk)rk+1)"

Predpostavimo, da n ni negativno celo stevilo. Potem enostavno vzamemo p(k) = 1,
q(k) = k—n, r(k) = k in ta izbor ze zadovoljuje pogoj (2.2). Glede na (2.7) dobimo
Q(k) = —n in R(k) = 2k — n. Ker je deg(Q) < deg(R) moramo pregledati dve
moznosti: ali je d = deg(p) — deg(R) + 1, kar je 0, ali pa je d = —2I'/l, kjer je
I'=—ninl =2, torej d = n. To drugo moznost je treba raziskati le v primeru, ko
je n pozitivno celo stevilo. Poskusimo z d = 0. V tem primeru je s(k) = o in iz
(2.7) dobimo
2=—-—n-2aq.

Torej izberemo ag = —1/n. Polinom s(k) = —1/n zadovoljuje (2.7) oziroma (2.5)
tudi, ko je n pozitivno celo $tevilo, zato nam s polinomom s(k) stopnje n ni treba
poizkusati. Vstavimo s(k) v (2.4), pa dobimo iskano resitev

T(k) =

Primer 2.2 Izracunajmo | (Z) 0k. Vse je skoraj enako kot v prejsnjem primeru, le
q(k) = —k 4+ n. Spet smo upostevali, da n ni negativno celo stevilo. Sedaj dobimo
Q(k) = =2k +n in R(k) = n. Ker je deg(Q) > deg(R), mora imeti d nemogoco
vrednost deg(p) — deg(Q)) = —1. Torej hipergeometrijski ¢len T'(k), za katerega bi

veljalo AT'(k) = (Z), ne obstaja.

3. Zeilbergerjev algoritem

Mnogokrat naletimo na vsote oblike (1.5), ki jih s pomo¢jo nedolo¢enega
seStevanja ne moremo izracunati (glej primer 2.2). Zeilberger [5] je predlagal, da v
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primeru, ko k danemu pravemu hipergeometrijskemu ¢lenu ¢(n, k) v vsotah (1.5) ne
obstaja hipergeometrijski ¢len T'(n, k), da bi veljalo

t(n,k) =T(n,k+1)—T(n, k),

poskusimo, ¢e pri kaksnih polinomih fy(n), Bi(n) obstaja hipergeometrijski clen
T(n,k), da bo

Bo(n)t(n, k) + By(n)t(n +1,k) = T(n, k+1) — T(n, k) . (3.1)

Ko v tej enakosti izvrsimo sestevanje po k, dobimo rekurzijo 1. reda v n za iskano
vsoto s(n). Ce ne obstajajo fBy(n), Bi(n) in hipergeometrijski clen T'(n, k), ki
zadovoljijo (3.1), poskusamo najti nedoloceno vsoto T'(n, k) izrazu (o(n)t(n, k) +
Bi(n)t(n+1,k) + Ba(n)t(n+2, k). Zeilberger nam zagotavlja (glej trditev na strani
22), da bomo pri nekem d nasli polinome [y(n), 51(n), ..., Ba(n), ne vse enake nic,
in pravi hipergeometrijski ¢len T'(n, k), da bo

Bo(n)t(n, k) + Br(n)t(n+1, k) +- - -+ Ba(n)t(n+d, k) = T(n, k+1) = T(n, k) . (3.2)

Pri sestevanju po k nam ta enakost da linearno rekurzijo reda d za vsoto s(n). Od
tod pa, kadar je to mogoce, vsoto s(n) lahko zapisemo v zakljuceni obliki, kot smo
ze opisali v tocki 7 na strani 8.

Oglejmo si Zeilbergerjev algoritem na dveh primerih, nazadnje pa Se dokazimo,
da nam vedno najde zeleno rekurzijo.

Primer 3.1 Poiséimo vsoto
> n
sn) =Y < k) 2 (3.3)
k=—00

Gosperjev algoritem nam pove, da nedoloc¢ena vsota » (Z) 2¥8k ni hipergeometrijski
¢len razen v primeru, ko je z = —1. Ker si torej z njo ne moremo pomagati, si

namesto t(n, k) = (Z) 2% oglejmo splosnejsi ¢len

t(n, k) = Bo(n)t(n, k) + Bi(n)t(n+ 1, k) . (3.4)

Na njem je treba uporabiti Gosperjev algoritem. Se prej izrazimo #(n, k) v uporab-
nejsi obliki. Izrac¢unajmo razmerje

t(n+1,k) (n+1)12" (n—k)k  n+1

t(n, k) (n+1—k)kl nlzk n+l-—Fk’
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Torej je
t(n, k)
n+1—Fk’
kjer je p(n, k) = (n+1—k)Go(n)+(n+1)51(n). Kot v (2.1) je treba izraziti razmerje
sosednjih ¢lenov v normalni obliki:

t(n, k) = p(n, k)

f(n, k+1) B pnk+1)  qln, k)
tnk) — plnk) r(nk+1)° (3.5)

Gosperjeva metoda poisce to predstavitev s tem , da na zacetku postavi p(n, k) = 1.
Toda pri Zeilbergerjevi razsiritvi Gosperjevega algoritma je bolje zaceti s p(n, k) =
p(n, k). Opazimo, da ce je t(n, k) = t(n,k)/p(n, k), je predstavitev (3.5) ekviva-
lentna predstavitvi
tn,k+1)  pn,k+1) q(n,k)
tn,k) — p(nk) r(nk+1)

s tem, da je p(n, k) = p(n, k)p(n, k). Tako dobimo (3.5) s tem, da resimo (3.6) ob
zacetni postavitvi p(n, k) = 1. To je znatno lazje, ker t(n, k) ne vsebuje neznanih
koli¢in fBy(n) in Bi(n), ki se pojavljata v £(n,k). V nasem primeru je (n, k) =
tin,k)/(n+1—k)=nl2*/((n+1—k)k!) in je

(3.6)

tn,k+1) (n+1—k)z

tnk)  k+1

ter lahko vzamemo ¢(n, k) = (n 4+ 1 — k)z in r(n, k) = k. Ta polinoma v k morata
zadoscati pogoju (2.2), sicer moramo izlo¢iti faktorje iz ¢ in r ter pripadajoce faktorje
vkljuéiti v p(n, k). (Toda to storimo le, kadar je « — 3 v (2.2) pozitivno celo stevilo.)

Nas prvi izbor polinomov ¢ in r ob predpostavki, da je n > —1, ze zadovoljuje
(2.2) in lahko nadaljujemo z naslednjo fazo Gosperjevega algoritma: ustreci zelimo
rekurziji, analogni (2.5), namre¢

p(n, k) =q(n,k)s(n,k+1) —r(n,k)s(n, k) , (3.7)

s polinomom
s(n, k) = ag(n)k® + ag_1(n)k + - + ap(n) . (3.8)

(Za zaenkrat Se neznane koeficiente polinoma s smemo izbrati funkcije n-ja, ne le
konstante.) V nasem primeru se enacba (3.7) glasi

(n+1—k)Bo(n)+ (n+1)Bi(n) =(n+1—k)zs(n,k+ 1) — ks(n, k) (3.9)

17



in nanjo gledamo kot enakost polinomov v k s koeficienti, ki so funkcije n-ja. Kot ze
prej dolo¢imo stopnjo d polinoma s s pomocjo polinomov Q(n, k) = q(n, k) —r(n, k)
in R(n,k) =q(n,k) + r(n, k). Denimo, da z # —1. Ker je deg(Q) = deg(R) =1 (v
primeru z = 1 pa 1 = deg(Q) > deg(R) = 0), dobimo, da je d = deg(p)—deg(Q) =0
in s(n,k) = ap(n) je neodvisen od k. Enacba (3.9) postane

m+1—k)Bo(n)+ (n+1)61(n) = (n+1—k)zap(n) — kag(n) .
Ce izena¢imo potence k-ja, dobimo ekvivalenten sistem enach

(n+ 1)Bo(n)+ (n+ 1)Bi(n) — (n + 1)zag(n) = 0,
—Bo(n) +(z+ Dag(n) = 0

Torej
Bo(n) =z +1, fi(n) = —1, ap(n) =s(n, k) =1

zadostijo enacbi (3.7). (Po naklju¢ju n v njih ne nastopa.)
Sedaj ze vemo, da obstaja hipergeometrijski ¢len T'(n, k), ki je nedolo¢ena vsota
izraza t(n, k) = (z + 1)t(n, k) — t(n + 1, k). Izracunamo ga s pomocjo enacbe (2.4):

r(n, k)s(n, k)t(n, k) k
T(n, k)= = t(n, k
(n,k) p(n, k) o gy AL
B k n\ n &
- n+1—k<k:)z - (k:—l)z '
Ugotovili smo, da je
(z4+ Dt(n, k) —tn+1,k) =T(n,k+1) —T(n, k), (3.10)
pri emer je t(n,k) = (7)z" in T(n,k) = (") Ko v tej enakosti izvrsimo

sestevanje po vseh k, na desni strani dobimo 0. Prepricati se moramo le, da je
T'(n, k) neniceln le pri konéno mnogo vrednostih k. To je v nasem primeru res, ¢e
jen € Z,n > 0. Torej velja:

S+ Dt k) —t(n+1,k) =0, neZ n>0. (3.11)
k

Ce v skladu s (3.3) nadomestimo 3, #(n, k) z s(n), dobimo rekurzijo
(z+1)s(n) —s(n+1)=0, neZ,n>0 (3.12)
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za iskano vsoto s(n). Upostevajmo Se zacetni pogoj s(0) = 1, pa dobimo (brez
zahtevnejsih orodij za resevanje diferenénih enach) resitev s(n) = (z + 1)" za vsa
cela nenegativna stevila n.

Primer 3.2 Poiséimo vsoto
n

sin) =" (n f k) o (3.13)

k=0

(Pri z =1 je to Flbonaccuevo zaporedje.) Najprej poskusimo z Gosperjevim al-
goritmom pri t(k) = ( ) ¥ kar je ekvivalentno Zeilbergerjevemu algoritmu pri

t(n, k) = Bo(n (" ;) k Razmerje ¢lenov

tk+1)  (n—k—1)12" kN (n—2k)! (n—2k—1)(n—2k)z

tk)  (k+D)!m—2k—2)In—k)lzx  (n—k)(k+1)
nam da p(k) =1, ¢(k) = (n—2k—1)(n—2k)z, r(k) = (n—k+1)k. Od tod dobimo
Qk) = (4z+ 1)k*> +--- in R(k) = (42 — 1)k* + ---. V primeru, da z # —1/4, je
deg(Q) > deg(R) in mora s(k) imeti nemogoco stopnjo d = deg(p) — deg(Q) = —2.
Ker nismo uspeli, poskusamo s ¢(n, k), v katerem smo dodali §e en ¢len: (n, k) =
Bo(n)t(n, k) + Bi(n)t(n + 1,k) pri t(n, k) = (".*)2*. Najprej izracunamo
t(n+1,k)/t(n,k) = (n+1—k)/(n + 1 — 2k), da lahko ¢(n, k) izrazimo v obliki
t(n, k)
n+1-2k"

Torej je p(n, k) = Bo(n)(n+ 1 —2k) + f1(n)(n+ 1 — k), postopek pa nadaljujemo s
t(n,k) =t(n,k)/(n+ 1 — 2k). Razmerje clenov

t(n, k) = (Bo(n)(n + 1 = 2k) + Bu(n)(n + 1 — k))

i k+1) (A (+1-2k)  (n+1—2k)(n — 2k)z

tn,k)  (n—1-28)(")2*  (n—k)(k+1)
nam da p(n, k) = 1, q(n,k) = (n+ 1 — 2/~c)(n —2k)z, r(n,k) = (n+1— k;)k:
Podobno kot prej dobimo Q(n, k) = (4z+1)k*+---in R(n, k) = (42— Dk*+---. V
primeru, da z # —1/4, je deg(Q) > deg(R) in mora s(n, k) imeti nemogoco stopnjo
4= deg(p) — deg(@) = —1. A

Spet nismo uspeli. Torej dodamo $e en parameter 3(n) in poskusamo s t(n, k) =

Bo(n)t(n, k) + Bi(n)t(n+ 1, k) + Ba(n)t(n + 2, k). V pomot si najprej izracunamo

tin+1,k)  n+1-k ttn+2,k)  n+2-k

tin,k)  n4+1-—2k’ ttn+1,k) n+2—2k°
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Sedaj lahko zapisemo

tn, k) = ((n+2—2k)(n+1—2k)Bo(n) + (n+ 1 —k)(n + 2 — 2k)B1(n)

Hok 2= K)o+ 1= W) g ;g;(z)+ =t

Prvi faktor v zgornjem izrazu poimenujemo p(n,k), postopek pa nadaljujemo s
t(n,k) =t(n,k)/((n+2—2k)(n+ 1 — 2k)). Razmerje ¢lenov

t(n,k+1) (n+2—-2k)(n+1-2k)z

t(n,k) (n—k)(k+1)

nam da p(n, k) = 1, ¢(n, k) = (n+2 = 2k)(n + 1 — 2k)z, r(n, k) = (n + 1 — k)k.
Podobno kot prej doblmo Q(n, k) = (42—1— Dk*+---in R(n, k) = (42— 1Dk*+---. V
primeru, da z # —1/4, je deg(Q) > deg(R) in enacbi (3.7) lahko poskusimo zadostiti
s polinomom s(n, k) stopnje d = deg( p)—deg(Q) = deg(p-p)—deg(Q) = 0. Zapisimo
s(n, k) v splosni obliki s(n, k) = ag(n) in ga vstavimo v (3.7):

(n+2—2k)(n+1—2k)Gy(n)
(1= k) + 2 — 2K)y(n) + (n+ 2 — K)(n+ 1 — K)Ba(n)
=n+2-2k)(n+1-2k)zap(n) — (n+1—k)kag(n) .

Izena¢imo koeficiente pri istih potencah k-ja, pa dobimo sistem enacb za spre-

menljivke fy(n), B1(n), B2(n), ag(n),

A4Bp + 261+ P = ap(dz+1),
—2(2n+3)By — (Bn+4)51 — 2n+3)52 = ap(—22(2n+3) — (n+1)),
(Bo+ B+ Ba)(n+1)(n+2) = wz(n+1)(n+2),

s splosno resitvijo ag = B, Bo = P12, P2 = —F1. Na tem koraku tudi opazimo, da
vedno dobimo homogen sistem linearnih enacb za spremenljivke o;(n) in 5;(n). Ta
pa ima nenicelno resitev, brz ko stevilo neznank presega stevilo enacb. V nasem
primeru izberimo (; = 1, pa dobimo:

Bo(n) =z, Bi(n) =1, Ba(n) = —1, ap(n) =1.
Ugotovili smo, da je

zt(n, k) +t(n+ 1L, k) —tin+2,k)=T(n,k+1)—T(n, k),
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kijer je T(n, k) = r(n,k)s(n, k)t(n, k) /p(n, k) = (n + 1 — k)kt(n, k) = ("Z:k)zk
[zvrsimo sestevanje v mejah od k =0 do k = n, pa dobimo

2 tn, k) + Zt(m LE) =Y tn+2,k) =Y (T(nk+1)—T(n,k).

k=0 k=0 k=0 k=0
Ce skladno s (3.13) nadomestimo >_,_,t(n, k) z s(n), dobimo rekurzijo

zs(n)+ (s(n+1) —t(n+1,n+1))
—(s(n+2)—tn+2,n+1)—tn+2,n+2))=T(n,n+1) —T(n,0)
oziroma
—s(n+2)+s(n+1)+ zs(n)

=T(n,n+1)=T(n,0)+tn+1,n+1)—t(n+2,n+1)—t(n+2,n+2).
Vidimo, da nam za vsote oblike (1.5), v katerih ne sestevamo po vseh k-jih, Zeil-
bergerjev algoritem v splosnem vrne nehomogeno linearno rekurzijo s polinomskimi
koeficienti. Desna stran rekurzije je v splosnem vsota do dveh nepodobnih si hiper-
geometrijskih ¢lenov. Vsi ¢leni na desni strani, ki se pojavijo zaradi zgornje meje
vsote, so si namre¢ podobni. Isto velja za cClene, ki se pojavijo zaradi spodnje meje

vsote.
Poglejmo, kako je z desno stranjo v nasem primeru:

Tn,n+1) = (O) n

vzmen = (1)

torej jet(n+2,n+1)=T(n,n+1)zan € Z, n >0,
1
T(n,0) = <”+

0
ttn+1,n+1) = <n )

=0zavsakn € Z, (3.14)

ttn+2,n+2) = ( "2 =0zan€Z n>—1.

)z”“zOzaﬂGZ,ﬂZO,
)

2
2)+s(n+1)+zs(n) =0,n € Z, n > 0. UpoStevamo
s(1) = 1in pri z # —1/4 dobimo resitev
1 L+ VT a\"" (1 yvTra\""
s(n) = ——— , neZ n>0
V1+4z 2 2

Nasa rekurzija je torej —s(n
Se zacetna pogoja s(0) =11
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Omenili smo ze, da Zeilbergerjev algoritem vsoti oblike (1.5) vedno najde
rekurzijo, ki ji zadosc¢a. Dokazimo trditev, ki to zagotavlja.

Trditev 3.1 Naj bo t(n, k) pravi hipergeometrijski ¢len. Potem obstajajo polinomi
Bo(n), Bi(n), ..., Bi(n), ne vsi enaki nic, in pravi hipergeometrigski c¢len T'(n, k), da
velja:

Bo(n)t(n, k) + -+ Bin)t(n+ 1, k) = T(n,k+ 1) — T(n, k) . (3.15)

Dokaz: Naj bo N operator, ki n poveca za 1, in naj bo K operator, ki k£ poveca
za 1. Tako je na primer N?K3t(n, k) = t(n + 2,k + 3). Obravnavali bomo linearne
diferen¢ne operatorje v.N, K in n, namre¢ polinome oblike

1 J

H(N,K,n)=> Y aij(n)N'K | (3.16)

i=0 j=0

Najprej opazimo, da e je t(n, k) poljuben pravi hipergeometrijski ¢len in H(N, K, n)
poljuben diferenc¢ni operator, je tudi H(N, K, n)t(n, k) pravi hipergeometrijski clen.
Naj bosta ves ¢as ¢t in H podana z definicijo 1.3 in (3.16) in naj nam oznaka [izraz]
pomeni
. 1, ce je izraz resnicen
lizraz] = _ : .
0, ¢e izraz ni resnicen.

Definirajmo ,,temeljni ¢len”

[ (ain+ aik + a;I[a; < 0] + alJ[a; < 0] +af)! ,

t(n, k) =
1K) = T (b + Wk 4 byl [ > 0] + B[, > 0] 4 B)1

Na primer, ¢e je t(n,k) = ("_k%) = (n — 2k)!/(k!(n — 3k)!), potem je temeljni
¢len, pripadajo¢ linearnemu diferenénemu operatorju stopenj I in J, t(n,k);; =
(n — 2k —=2)//((k+ J)!(n — 3k + I)!). Bistveno je, da kadarkoli je 0 < i < [ in
0<j<J, jeapj(n)N'K't(n,k) enak t(n,k); s, pomnozenemu s polinomom v n
in k. Koncna vsota polinomov je polinom, torej ima H(N, K, n)t(n, k) res obliko,
navedeno v definiciji 1.3.
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V naslednjem koraku pokazimo, da ¢e je t(n,k) pravi hipergeometrijski ¢len,
potem obstaja neniceln linearni diferen¢ni operator H (N, K,n), da je

H(N,K,n)t(n, k) = 0.

Ceje0 <i < Tin0 < j < J,jepremaknjeni clen N'K7t(n, k) enak (n,k);.s,
pomnozenemu s polinomom v n in k, ki ima stopnjo kvec¢jemu

Dy = deg(f) + lar|I + |ay| ] + - -+ |ap| ] + |ay | ]+ [bo [T+ [0 ][] + - - - + [bg| T + |0} []

v spremenljivki k. Torej zZeleni H obstaja, ce lahko resimo D; ; + 1 homogenih
linearnih enacb v (I 41)(J 4+ 1) spremenljivkah «; j(n) s koeficienti, ki so polinomi v
n. Vse, kar je treba, je izbrati I in J dovolj velika, da bo (I +1)(J+1) > Dy, + 1.
Na primer izberemo lahko I = A" in J = 1+ deg(f) + (A — 1)A’, kjer je A =
a1 + <+ Jap| + [by] + -+ + bl in A = |al] + -+ +|aL] + [bL] + -+ + |5

Zadnji korak v dokazu je, da pridemo od enacbe H(N, K,n)t(n,k) = 0 do resitve
(3.15). Naj bo H izbran tako, da je J minimalen, to je tako, da ima H najmanjso
mozno stopnjo v K. Zapisemo lahko

H(N,K,n) = H(N,1,n) — (K — )G(N, K, n)

za nek linearen diferencni operator G(N, K,n). Naj bo H(N,1,n) = [(y(n) +
Bi(n)N + -+« + Bi(n)N' in T(n,k) = G(N,K,n)t(n,k). Potem je T(n,k) pravi
hipergeometrijski ¢len in (3.15) velja.

Nazadnje moramo Se preveriti, da H(N,1,n) ni kar nicelni operator. Ce je,
potem je T'(n, k) neodvisen od k. Torej obstajata polinoma (y(n) in fi(n), da je
(Bo(n) 4+ B1(n)N)G(N, K, n) neniceln linearni diferenéni operator stopnje J — 1, ki
unici t(n, k). To pa je v protislovju s predpostavko, da je J minimalen. O

V Zeilbergerjevem algoritmu skusamo s povecevanjem stevila neznank (;(n)
najti tak izraz

Bo(n)t(n, k) + -+ Bi(n)t(n + 1, k), (3.17)

da mu bo pri prav izbranih vrednostih neznank Gosperjev algoritem lahko nasel
nedoloceno vsoto T'(n,k). Trditev nam zagotavlja, da nam bo to tudi uspelo.
Seveda je mozno, da to uspe pri takem izboru neznank, da je vrednost izraza (3.17)
enaka 0. Pozabili pa smo, da v Gosperjevem algoritmu ni predvideno, da bi z njim
iskali nedoloceno vsoto zaporedja 0. Zato moramo pri Zeilbergerjevem algoritmu
na vsakem koraku, kjer poskusamo najti ,,skrivni” polinom s(n, k), poskusiti tudi s
polinomom s(n, k) = 0.
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3.1. Primeri uporabe Zeilbergerjevega algoritma

Ogledali si bomo nekaj zanimivih rezultatov, ki nam jih posreduje Zeilbergerjev
algoritem. Uporabili bomo program Zb v programskem jeziku Mathematica avstrij-
skih avtorjev Petra Paula in Markusa Schorna. V Mathematici ze obstaja vgra-
jen program SymbolicSum, ki poskusa vsote zapisati v zakljuceni obliki s pomocjo
klasiénih metod. Vendar ta program pogosto ne najde zakljucene oblike, kljub temu
da obstaja.

Primer 3.3 Poskusajmo najti zaklju¢ene oblike vsotam potenc binomskih koefi-

cientov:
sm=3 (1), sw = () sm=-3(})

k k

34(n):Z(Z>4, ss(n) = Z(Z)S, nez, n>0.

k

Zeilbergerjev algoritem nam vrne naslednje rekurzije, ki jim te vsote zadoscajo:

251(n) —s1(n+1)=0,
—2(1+2n)se(n) + (1 4+n)s2(n+1) =0,
—8(1+n)?s3(n) + (=16 — 21n — ™?*)sz(n + 1) + (2 +n)?s3(n +2) =0,
—4(1+n)(3+4n)(5 + 4n)ss(n) — 2(3 + 2n)(7 + In + 3n?)ss(n + 1)

+(24+n)3s4(n+2)=0,
32(1 + n)*(292 + 253n + 35n2)s5(n) + (—514048 — 18270647 — 268277002
—2082073n3 — 900543n* — 205799n° — 19415n°%)s5(n + 1) + (—79320 — 245586n
—310827n2 — 205949n3 — 75498n* — 14553n° — 1155n%)s5(n + 2)

+(3 +n)*(94 + 143n + 55n2)s5(n +3) = 0.

Splosna resitev prve rekurzije je si(n) = C - 2". UpoStevajmo zaCetni pogoj
s1(0) = 1, pa dobimo C' =1 in s;(n) = 2". Iz druge rekurzije dobimo

(2n)(2n — 1)

So(n) = TSQ(H— 1) in je
 @2n)@2n-1)-(2n—-2)2n—3)-...-4-3-2-1
() = W12 T 52(0) -

Upostevajmo Se zacetni pogoj s2(0) = 1, pa dobimo resitev

saln) = Ehsat0) = S0 = (1),

nin! 72 nln! n
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S programom Hyper se lahko prepricamo, da zadnje tri rekurzije nimajo hiper-
geometrijskih resitev.

Primer 3.4 Poskusajmo dokazati Vandermondovo konvolucijo -, (2) ( t ) = (TH),

n € Z. Naj bo e
o000

Zeilbergerjev algoritem nam vrne rekurzijo (—n+r+1t)s(n) +(—1—n)s(n+1) = 0.

Torej je

— t+1 — t+1)% t
ntrrty s(n —1) in je s(n) = Cntrtivl) -CzC(TJr ) :

n nt n

s(n) =

Upostevajmo zacetni pogoj s(0) = 1. Torej je C'=1in s(n) = (T:t).

V nasem primeru lahko rekurzijo pois¢emo v vsaki od spremenljivk n, r in ¢,
saj je sumand pravi hipergeometrijski ¢len v vseh treh primerih. Storimo to Se za
spremenljivko r. Za

s(r) = zk: (r> ( t ) dobimo rekurzijo (1+7r-+t)s(r)+(—1+n—r—t)s(r+1) = 0.

k) \n—k
Torej je
t D O (—n 4+ 1)
S(T):LS(T—l)injes(r):&_ :O(T"_ ) (=n+1t)
—n—+r+t (—n+r+t)r i (—ntr+t)!

r—l—t) )

t
n n

Upostevajmo zacetni pogoj s(0) = ( ), pa dobimo C' = (:L) in s(r) = (

Primer 3.5 Poskusimo izpeljati Saalschiitzevo identiteto. Naj bosta m, n € Z,

m, n>0. Za
Z m—r+t\(n+r—t\[/r+k
- k n—=k m+n

lahko dobimo tako kot v prejsnjem primeru vec rekurzij:

(n—)s(n) + (1 +n)s(n +1)
(m—r)s(m)+ (1 +m)s(m+ 1)
(=1 —=r)s(r)+ (1 —m+r)s(r+1)
(1+¢)s(t)+ (=1+n—1t)s(t+1)

I
o o o o
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Vse rekurzije so 1. reda in imajo zato hipergeometrijsko resitev. Resimo prvo od
njih:

e imje sy = LT et o !
s(n) = n (n=1)in je s(n) = nn O_(—n—l—t)!nlc_o(n>'

Zagcetni pogoj s(0) = () nam da C' = (") in s(n) = (1) (}).

m n

Primer 3.6 Izpeljimo Dixonovo identiteto. Naj bodo a, b, ¢, nenegativna cela

Stevila in
=3 () G ()

Spet dobimo rekurzijo 1. reda: —(14+a+b+¢)s(a) + (1 + a)s(a + 1) = 0. Njena
splosna resitev je

b b
s(a) = C’(a +a * C) , zacetni pogoj pa s(0) = ( ZC) :

Resitev je torej s(a) = (a+b+c)! / (a! b! ¢!). Zgornja vsota je simetricna v
spremenljivkah a, b, ¢, zato dobimo rekurziji v spremenljivkah b in ¢ enake oblike
kot pri a.

Primer 3.7 Izpeljimo Dougallovo identiteto. Naj bodo a, b, ¢, d cela nenegativna
Stevila in
a+b\[(b+c\[c+d\[d+a 2a +2b+ 2c+ 2d
- —1)k :
s(a) Zk:( ) (a+k) (b+k> (c+kz) (d+k)/(a+b+c+d+k)
Za s(a) dobimo rekurzijo (1+a+b+c)(l1+a+b+d)(1+a+c+d)s(a) —2(1+

s(a
a)(1+a+ c)(1 +2a+ 2b+ 2c+ 2d)s(a + 1) = 0. UpoStevajmo zaetni pogoj
s(0) =

(
0) = (") () / (753) » pa dobimo resitev

Sm%_w+b+c+®!m+b+@!m+b+@ (@a+ctd)! (b+c+d)!
B (2a4+204+2c+2d)! (a+c)! (b+d)!a! bl cld!

Primer 3.8 Se nedavno je bilo matematikom tezko dokazati, da Aperyjeva stevila
2 2
n n+k
A(n) = , eZ, n>0,
=3 () () ez
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zadostajo rekurziji (14+n)3A(n) — (3+2n)(39+51n+17Tn*)A(n+1) + (2+n)3A(n+
2) = 0. Danes racunalniski program najde rekurzijo v nekaj sekundah. Dokaz,
da zaporedje A(n) zadoSca zgornji rekurziji pa je bil eden kljuénih vodil, ki so
Zeilbergerja pripeljala do splosne metode za iskanje rekurzij. Program Hyper nam
Se pove, da ni hipergeometrijskih zaporedij, ki bi zadoscala zgornji rekurziji.

4. Zakljucek

Metodi Gosperja in Zeilbergerja nam mocno olajsujeta izracunavanje vsot. Nek-
daj sta bila pri iskanju vsot potrebna navdih in spretnost, pri opisanih metodah pa to
ni ve¢ potrebno. Ti metodi nam pomagata tudi pri dokazovanju ze znanih identitet.

Ce bi hoteli napisati program, ki bi vsotam iskal zakljucene oblike, kot je opisano
v tocki 7 na strani 8, bi naleteli na dve tezavi. Prva je ta, da je tezko ugotoviti,
od katerega argumenta naprej rekurzija, ki jo vrne Zeilbergerjev algoritem, velja.
Druga pa je ta, da bi bilo potrebno veliko spretnosti pri manipuliranju z izrazi, v
katerih nastopajo fakultete. 7 naivnim racunanjem namrec zelo hitro naletimo na
nedolocene vrednosti (0-00) ali cel6 na netoéne vrednosti, katerim bi se z ustreznim
nac¢inom racunanja lahko izognili.

Kljub veliki uporabnosti Zeilbergerjevega algoritma, pa si z njim pri vseh vsotah
z binomskimi koeficienti ne moremo pomagati. Navedimo le eno tako vsoto, v kateri
sumand ni pravi hipergeometrijski clen:

Z tk4+r\ [tn —tk + s roo_ th+7r+s | neZ n>o.
k n—=k tk +r n

k
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